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D-moduln sind Moduln über den nicht-kommutativen Ring
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der partielle Differentialoperatoren mit polynomialen Koeffizienten. Die rela-
tiv junge Theorie spielt eine wichtige Rolle in der algebraische Geometrie von
Perioden-Integralen.

Distributionen oder verallgemeinerte Funktionen wurden systematisch in An-
wendungsbereichen durch Heaviside, Dirac und anderen benutzt, noch
bevor durch Sobolev und Schwarz die heute gängige Definition als Funk-
tional auf einem Raum von Testfunktionen eingeführt und zu einer den
wichtigsten Werkzeuge der Analysis wurden.

Aus der klassische Elektrostatik ist bekannt, dass das elektrostatische Poten-
tial einer Einheits-Punktladung beschrieben wird durch die Funktion
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.

Es erfüllt die partielle Differentialgleichung:
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)
E = δ(x, y, z),

wobei δ die Diracsche Delta-Funktion ist.
Das Potential Φ = Φ(x, y, z), welches durch eine Ladungsverteilung ρ =
ρ(x, y, z) erzeugt wird, erfüllt die Poisson-Gleichung

∆Φ = ρ
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und lässt sich als Faltung mit E darstellen:

Φ(x, y, z) =
∫
ρ(u, v, w)E(x− u, y − v, z − w)dudvdw.

Ist allgemein
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)

eine partielle Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten, so nennt man
eine Distribution E mit der Eigenschaft

PE = δ

eine Fundamentallösung von oder Greensche Funktion P . Wie vorher lassen
sich dann Lösungen von PΦ = ρ mittels Faltung mit so einer Fundamen-
tallösung darstellen.
Solche Fundamentallösungen wurden für spezielle Operatoren P von Her-
glotz, Fredholm, Gelfand, Shilov und anderen konstruiert und unter-
sucht.

Gustav Herglotz (1881-1953) Ivar Fredholm (1866-1927)
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Israel Gelfand (1913-2009) Georgi Shilov (1917-1975)

Das Theorem von Ehrenpreis-Malgrange stellt die Existenz einer Fun-
damentallösung als Distribution für beliebige P sicher.

Leon Ehrenpreis (1930-2010) Bernard Malgrange (1928-)

J. Bernstein hat auf rein algebraische Weise gezeigt, dass immer Funda-
mentallösungen mit starken analytischen Zusatzeigenschaften existieren. Er
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entwickelte dazu eine rein algebraische Theorie über lineare partielle Dif-
ferentialgleichungen, die Theorie der D-moduln. Diese Theorie hat inzwi-
schen viele Anwendungen gefunden und gehört zum Standardvokabular der
algebraischen Geometrie, wo Perioden-Integrale, Gauß-Manin Systeme und
Picard-Fuchs Differentialgleichungen eine Rolle spielen.

Joseph Bernstein (1945- )

In der Vorlesung werden wir die Theorie der D-moduln und Distributionen
entwickeln, um den Satz von Bernstein zu beweisen.

Themen der Vorlesung:

• Theorie der Distribution.

• Fouriertransformation.

• Fundamentallösungen.

• Gelfand-Shilov Formel.

• Weyl-algebra als filtrierter noetherscher Ring.

• Systeme von partiellen Differentialgleichungen als Moduln über Weyl-
algebra.

• Filtrierungen und Charakteristische Varietät.

• Ungleichung von Bernstein.

• Holonome D-moduln.
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• Existenz der b-Funktion.

• Analytische Fortsetzung von P λ.

• Distributionen der Bernsteinklasse.

Vorkenntnisse:

Kenntnisse der Grundvorlesungen und der Funktionentheorie wird vorausge-
setzt. Algebraische Kenntnisse über die Idealtheorie des Polynomrings wie
etwa aus der Computeralgebra oder Algebra II sind von Vorteil, aber nicht
zwingend notwendig, da alles von Grund auf entwickelt werden muss, da
der Ring der Differentialoperatoren nicht kommutativ ist. Kenntnisse über
Funktionalanalysis, Distributionen und partielle Differentialgleichungen sind
von Vorteil, aber auch nicht zwingend notwendig, da der Hauptakzent auf
der algebraischen Entwicklung der Theorie liegt.
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